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ABSTRACT

A teoria da carteira de Harry Markowitz, originalmente publicada
em 1952 no Journal of Finance, “Portfolio Selection”, desenvolveu um
método de solugdo geral do problema da estrutura das carteiras, que
engloba o tratamento quantificado do risco. Propoe a determinacdo de
urn conjunto de carteiras eficientes empregando unicamente os conceitos
de média para a rentabilidade que se espera obter e de varidneia (ou des-
vio padrdo) para a incerteza associada a essa rentabilidade, ¢ dai a
denominagdo de média-variancia a andlise de Markowitz, Chamou tam-
bém a atengdo para a diversificagdo das carteiras, mostrando como um
investidor pode reduzir o desvio padrio da rendibilidade da carteira
através da escolha de acgoes cujas variacoes ndo sejam exactamente
paralelas.

A abordagem de W. Sharpe (1963) sugeriu uma metodologia sim-
plificada, baseada no modelo de Markowitz em que a matriz das cova-
ridncias é substituida por uma matriz diagonal.

Comparando as fronteiras eficientes obtidas, utilizando a progra-
magdo quadrdtica e o método simplificado de Sharpe, conseguiram-se
resultados aproximados (Cohen e Pogue — 1970).

1. INTRODUCAO.

Ate aos anos 50, o paradigma tedrico dominante na valoracio de
activos financeiros aceitava a heterogeneidade das expectativas — eram
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modelos expectacionais — e valorizava a investigagfo sobre as varidvels
determinantes do valor fundamental ou valor tedrico justo. As carteiras
de investimentos deviam ser formadas por posi¢des que o investidor
identificasse como estando subavaliadas pelo mercado, e que por isso
apresentlariam um maior potencial de valorizagio.

Com as Teorias Modernas de Gestio de Carleiras, assiste-se a
ama alteragiio do paradigma. Perante as dificuldades em desenvolver
modelos baseados na avaliagdo do valor fundamental que fossem ope-
racionais ¢ empiricamente validados, constata-se que a derivagio de
modelos de avaliagiio baseados na hipétese de os mercados financei-
ros serem eficientes permite desenvolvimentos tedricos mais ricos. O
novo paradigma assume, €m maior ou menor grau, que as cotagoes de
mercado jd reflectem a melhor expectativa possivel sobre o valor fun-
damental dos titulos, e que a gestdo de carteiras de investimento deve
basear-se na tomada de posi¢des diversificadas, minimizadoras do ris-
o, e nio na tentativa de detecglio de imperfei¢des nas cotagdes de
mercado.

A teoria da carteira parte duma metodologia assente na fundamen-
tacio matemdlica e estatistica, por forma a permitir aos investidores
tomarem as suas decisdes com base em critérios objectivos que condu-
zissem 2 minimizacio do risco assumido nos seus investimentos ou, em
alternativa, 2 maximizagdo dos rendimentos esperados. Portanto com
base no “trade-off” entre risco e rendibilidade. Este instrumento de and-
lise permite definir, para cada nivel de rendimento esperado, a compo-
si¢dio da carteira que minimiza o risco que o investidor enfrenta. E cla-
ro que se estd no campo das expeclativas ¢ que tanto o risco como o
rendimento sio definidos com base num valor esperado determinado a
partir de observagdes historicas.

A principal contribui¢éo do modelo introduzido por Markowitz em
1952 foi mostrar que a gestiio de carteiras de investimentos deve ser fei-
ta tendo em conta a rendibilidade € o risco total da carteira de todos os
investimentos detidos por um investidor, e ndo em fungdo da rendibili-
dade e do risco de cada titulo, considerado isoladamente. Markowitz
pds em evidéncia os beneficios de uma estratégia de gestdo de carteiras
de investimento baseada na diversificagio das posi¢des tomadas, como
forma de reduzir o risco total corrido pelo investidor, para um mesmo
nivel de taxa de retorno/rendibilidade esperada.
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2. O FUNCIONAMENTO DO MODELO DE MARKOWITZ

2.1 O primeiro pressuposto necessdrio a derivagiio do modelo de
selec¢lio de carteiras de Markowitz ¢ o da normalidade da fungdo de
distribui¢do de probabilidade das taxas de retorno esperadas para cada
titulo. Como cada distribui¢iio normal pode ser descrita por apenas dois
parimetros (a sua média e a sua varidncia), entdo as fungdes utilidade
em que os investidores basciam as suas decisdoes de investimento
podem ser definidas apenas em termos desses dois parimetros: a taxa
de retorno esperada, correspondente a média da distribui¢do, e o nivel
de risco, medido pela sua varidncia (ou pelo desvio-padrio).

O conceito de taxa de retorno ou rendibilidade serd a soma das
mais-valias em capital e os dividendos em relagio a cotaciio da acgdo
no inicio do periodo:

Rt=(Pt—Pt-1 + Dt) / Pt-1

A rendibilidade que se espera obter de um titulo (ou a sua esperan-
¢a matematica) ¢ que serd uma varidvel aleatéria de cardcter subjectivo,
cuja distribui¢do de probabilidade ¢ conhecida'.

Claro que a taxa de rendibilidade esperada dum titulo pode ser
diferente da performance média conseguida por este titulo no passado.

O risco ¢ materializado na variabilidade ou dispersio do seu rendi-
mento ¢ mede-se pelo desvio padrio ou pela varidncia. Ou seja, o risco
dum investimento em valores mobilidrios provém do facto de as expec-
tativas de rendibilidade nem sempre se verificarem. A dispersao das
rendibilidades em torno da rendibilidade média ou esperada traduz o
risco da aplicagiio. Assim, unia maior varidncia representa um maior
nivel de risco do activo mas, a0 mesmo tempo, representa uma maior
probabilidade de se obterem maiores rendibilidades.

O desvio-padrido ou a varidncia constituem portanto uma medida
comoda dessa disperso, e os investidores que procuram evitar o risco
dardo preferéncia as aplicagdes cuja varidncia seja fraca.

Varios estudos (Solnik (1974), Altmanetal (1974)) mostraram de
um modo empirico que a volatilidade das variacdes das cotagSes dos
titulos, e das carteiras, € relativamente estavel. Pode-se, por isso, utili-

'Doldan Tié, 3.7, Torculo Edicions, 2000
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zar uma medida de risco passado para avaliar o risco de uma aplicagio
actual.

No entanto, ¢ relativamente & hipotese de normalidade, vdrios estu-
dos tém mostrado que as taxas de retorno observadas ex-post nos mer-
cados financeiros nio scguem uma distribuiciio normal. Geralmente, as
distribuicdes nio siio simétricas, mas “ncgatively skewed” : apresentam
um maior niimero de observacdes a esquerda da média do que a sua
direita. As distribui¢des observadas apresentam também um maior
ndimero de observagdes na vizinhanca da média do que uma distribui-
¢40 normal, ¢ um maior ndmero de observagdes muito afastadas da
média (nas abas) do que uma distribuiciio normal, especialmente para o
lado direito (as taxas de retorno da maioria dos activos financeiros sdo
limitadas a esquerda, mas ndo a direita: variam entre -100% ¢ + X.

Se as distribui¢cdes nio sdo normais, entdo duas distribuigdes com
a mesma média e varincia, podem, na realidade, ser diferentes entre si,
¢ por isso ndo serem equivalentes para um dado investidor. Por exem-
plo, um investidor pode preferir uma distribuiciio com poucas observa-
¢Oes muito afastadas da média, do que outra (com igual média e varian-
cia) com abas muito mais gordas. No caso de ndo normalidade, a
verdadeira fungio utilidade dos investidores poderda medir o risco com
base ndo apenas na varidncia da distribui¢io: por exemplo, podera valo-
rar de forma diferente a possibilidade de ocorréncia de taxas de retorno
inferiores ou superiores a taxa de retorno esperada, ou dar maior impor-
tincia a ocorréncia de desvios acentuados mas raros em relacfio a taxa
de retorno esperada do que a desvios de menor dimensio ¢ mais fre-
quentes, elc.

2.2 Mas, como observa Fama, a hipotese de normalidade permite
um (ratamento estatistico muito mais facilitado. Um bom modelo néo
pretende ser uma descri¢io exacta da realidade, mas sim uma descri¢io
conveniente ¢ que proporcione uma melhor aproximagio da rcalidade
do que os modelos concorrentes.

Assumindo que as fungdes distribuiciio de probabilidade das taxas
de retorno esperadas para cada titulo sdo normais, Markowitz deriva as
relagdes existentes entre a rendibilidade ¢ o risco da carteira de investi-
mento ¢ a rendibilidade e o risco dos titulos individuais que a com-
poem:
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— a taxa de retorno esperada da carteira ou portfélio (Rp) é igual a
média das taxas de rentabilidade esperadas para os titulos que integram
a carteira (Ri), ponderada pelos seus pesos relativos. Para n titulos, cada
um com um peso na carteira total de wi, (Awi = 1), teremos:

L(Rp) = E w l(R))
i=1

— porém, relativamente a varidncia, ja 0 mesmo nao se passa: a
variancia da carteira € inferior 8 média ponderada das varidncias dos
titulos que a compdem, excepto no caso de as varia¢des nas taxas de
retorno dos titulos serem perfeitamente correlacionadas. A variiincia da
carteira pode ser calculada pela seguinte férmula:

Var (Rp) = ), . wiwjCov(RiRj) = W, Var(Ri) +
i=1

i=t j=i+l

2wiwjCov(RiRj)

=l it

A diversificagio, constituindo carteiras compostas por diversos
titulos corn taxas de retorno esperadas nio perfeitamente correlaciona-
das, permite obter um risco total para a carteira inferior a soma dos ris-
cos individuais dos diversos titulos, sem contudo a taxa de retorno espe-
rada para a carteira deixar de ser determinada pela soma dos
rendimentos proporcionados por cada um dos titulos.

O principio referido de que as variagdes de cotagio dos diferentes
titulos, que compdem a carteira, sdo em parte independentes, e terio
tendéncia a compensar-se, logo, a reduzir o risco total pode ser facil-
mente compreendido.

3. DETERMINACAO DA FRONTEIRA EFICIENTE

Partindo da andlise das rendibilidades historicas dos titulos cons-
troi-se uma matriz de variincias e covaridncias que funciona como um
dos pilares do modelo. Esta matriz mede a forma como, em termos his-
toricos, os varios activos variam entre si. Assim, por exemplo, se a cor-
relacio entre dois activos € negativa significa que quando um sobe o
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outro apresenta uma variagdo em sentido inverso que permite compen-
sar parcial ou totalmente as perdas ou ganhos resultantes.

Calcular a rendibilidade esperada de uma carteira ¢ relativamente
simples pois basta considerar a média ponderada das rendibilidades espe-
radas para os titulos individuais. Ja o cdlculo do desvio padrio ou da
varifincia da rendibilidade da carteira ¢ mais complicado de calcular, como
referimos anteriormente, porque depende do desvio padriio (ou variancia)
de cada titulo ¢ da correlagio existente entre cada par de titulos.

Markowitz mostra que € possivel determinar a composigio da car-
teira que minimiza o risco (minima variancia), para cada nivel de taxa de
retorno esperada, resolvendo o seguinte problema de optimizagdo (cuja
soluco necessita do recurso a téenicas de programagdo quadratica):

O modelo tem como fungfo objectiva o risco da carteira, medido
pelos respectivos niveis de risco de cada activo ¢ das suas covaridncias.

As carteiras eficientes serdo as que minimizam o risco para uma
dada rendibilidade esperada.

Maltematicamente podera ser formulado do seguinte modo:

Min. E E X;X_,(’,,,
-

1

Com a condigdo E X l(R)y=1

EX,.=1 c

X, z0
i=123,...N

A fungiio objectiva ¢ uma forma quadrdtica, simétrica e semidefi-
nida positiva ¢ as condigdes sdo lineares.

Uma solugio correspondente a E X, I2(R) = Iv podc ser obtida

y
pelo algoritmo da programacio quadratica.

Teremos, tal como ja referimos, de estimar a rendibilidade espera-
da e o desvio padrdo (ou a variancia) para cada titulo ¢ também a cor-
relagdo entre cada par de ac¢des no total de N (N+3)/2 inputs de infor-
macao. Com recurso a um programa informdtico calculamos o
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conjunto das carteiras eficientes. Este processo ¢ realizado mediante a
definicéo de determinadas restricdes, como a impossibilidade de serem
realizadas vendas a descoberto ou a necessidade de se aplicar todos os
montantes disponiveis (o total do peso dos activos mobilidrios tem de
totalizar 1).

A fronteira eficiente serd obtida, exactamente, por uma parametri-
zacio da esperanga da rendibilidade. Este problema ¢ muitas vezes for-
mulado sob a forma matricial. Se existem n valores diferentes, havera n
proporgdes x que serio determinadas pela programagdo quadratica, e a
fungdo objectivo contém n(n+1)/2 termos. Por exemplo sc temos n=100
titulos, a fungdo objectivo contém 5050 termos ou se temos 500 titulos,
a funcéio objectivo contém 125250 termos.

Deste modo ¢ possivel obter composi¢des de carteiras de risco
minimo para cada nivel de rendimento indicado. Assim, por exemplo,
um investidor que tivesse como objectivo um rendimento da sua cartei-
ra de x % teria que constituir a sva carteira com determinados pesos.
Para rendimentos esperados superiores, 0 risco seria necessariamente
superior dado que, o desvio-padrao (ou a varidncia) ¢ uma medida da
volatilidade e, como tal, é necessdria para que se consigam rendibilida-
des mais elevadas.

O grifico representa todas as carteiras que ¢ possivel formar, com
diferentes combinagles dos vdrios titulos existentes. Algumas dessas
carteiras satisfazem o objectivo de minimiza¢io de risco para cada nivel
de taxa de retorno esperada, ¢ constituem a fronteira eficiente. Muitas
outras carteiras nflo satisfazem esse objectivo, e sio represcntadas pelos
pontos isolados, situados a direita da fronteira eficiente.

De acordo com as curvas de indiferenca derivadas a partir da fun-
¢do de utilidade? da distribuig¢do de probabilidade do valor futuro da sua
carteira de investimentos, cada investidor ird seleccionar a carteira de
investimentos representada pelo ponto da fronteira eficiente que permi-
te atingir um nivel mais elevado de utilidade, ou seja, que ¢ tangente a
uma curva de indiferenga.

20 comportamento do investidor corresponde a uma fungiio de utilidade dependente de
dois parAmetros: U=U( _h, h), cujas caracteristicas de preferéncia pelo rendimento ¢
o at ol
aversdo ao risco exigem que —— > () ¢. - < O Ver Doldan 'Tié, 3.7,
dut,, do,
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O investidor com as preferéncias consideradas no grifico devera
escolher a carteira A. Porém, um investidor com preferéncias diferentes
poderia escolher, racionalmente, outra carteira, desde que também
situada na fronteira eficiente.

Existe o pressuposto de que os investidores sflo avessos ao risco ¢,
por conseguinte, para niveis de risco superiores exigem rendibilidades
superiores.

Para o nivel de rendimento esperado mais elevado deve correspon-
der a situagdo em que o investimento se concentra no(s) titulo(s) cujo
rendimento esperado ¢ mais elevado. De forma andloga, o risco mini-
mo esperado acontece quando se aplica todo o investimento no(s) titu-
lo(s) com menor desvio-padrao e consequentemente com 0 menor ren-
dimento esperado.

VRONTE VA LRGN B OARTEIRA G TA

L

.:.Hpi

O modelo mostra que o que € relevante para a determinag@o do pre-
¢o correcto, ou valor fundamental de um titulo, é a medida do contri-
buto deste para o risco total da carteira de investimentos detida pelo
investidor, e ndo a medida do risco total do titulo, considerado isolada-
mente. Assim, entre dois titulos com o mesmo valor esperado da taxa
de retorno prevista, um investidor nio escolherd aquele que possua a
menor variancia total, mas sim a menor covariancia com a taxa de retor-
no prevista da carteira de outros investimentos de que seja titular.

At€ aqui, o modelo de Markovitz ¢ um contributo importante para
os adeptos da avaliagio de titulos pela via da determinacio do valor
fundamental, jd que € aplicdvel mesmo para o caso em que as cotagdes
ndo reflectem o valor fundamental.
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No caso de existirem titulos sub-avaliados pelo mercado, a aplica-
¢a0 do modelo de Markovitz para a selec¢io da carteira de investimen-
to Optima iria resultar num compromisso entre as vantagens de reducio
do risco de uma carteira totalmente diversificada, e as vantagens de
aumento da taxa de retorno esperada, através de uma carteira mais con-
centrada nos titulos sub-avaliados pelo mercado. O modelo permite
seleccionar uma carteira de compromisso optima, em termos de utilida-
de para o investidor.

Porém, o modelo de Markowitz ¢ de dificil aplicagdo pratica. Se ja
ndo ¢ facil estimar a varidncia potencial dos erros de previsio das taxas
de retorno de, por exemplo, uma centena de titulos, entdo € virtualmen-
te impossivel tentar estimar todas as covariiincias entre eles, isto €, cer-
ca de 5000 pares de covariincias, e de seguida resolver o enorme pro-
blema de programagio quadritica necessdrio para determinar a
fronteira eficiente.

Apesar das dificuldades de aplicagdo em termos quantitativos, fica
a mensagem cm termos qualitativos: o prémio de risco deve ter em con-
ta a covaridncia entre as taxas de retorno esperadas para o titulo objec-
to de avaliaciio e as esperadas para os restantes investimentos detidos
pelo individuo.

4. LIMITACOES DA TEORIA DE MARKOWITZ

Apesar do inegdvel contributo tedrico da teoria das carteiras e das
possibilidades da sua aplicac¢io, o modelo sofre algumas criticas.

Em primeiro lugar surgem os inimeros cdlculos necessarios a sua
formulacio, designadamente no que se refere as covariiincias, que
guando se utiliza um conjunto alargado de activos representa um efec-
tivo problema pritico. Ainda que as possibilidades de calculo sejam
hoje bastante superiores as que se verificavam na década de 50, este
problema continua a constituir um entrave a algumas aplicagdes con-
cretas do modelo. No caso de uma aplicagdo concreta ao PSI 20 seriam
necessarias determinar 200 variancias ¢ covaridncias mas, no caso de
estender a aplica¢do ao Dow Jones Industrial Average seriam necessa-
rias cerca de 12500.

Uma outra limitagdo de que enferma o modelo de Markowitz resi-
de no facto de se considerarem como rendimento e risco esperado os
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valores historicos. Assim, qualquer alteracio podera distorcer os resul-
tados obtidos e conduzir a solugdes pouco robustas. E habitual sugerir-
se, por este motivo, a utilizacdo preferencial desta teoria para aplica-
¢Oes de longo prazo, embora os especialistas considerem que também
no curto prazo, a aplicacido deste tipo de procedimentos podera trazer
resultados mais vantajosos que outros tipos de procedimentos subjec-
tivos.

5. OS CONTRIBUTOS DO MODELO DE SHARPE

W.F.Sharpe (1963) sugeriu que uma simplificacio satisfatéria do
modelo de Markowitz era abandonar o cdlculo da covaridncia de cada
par de valores existentes, substituindo-os por outra varidvel obtida da
relagdo existente entre cada titulo ¢ o mercado em geral. Parte da
hipotese de que “las rentabilidades de los diversos titulos se relacio-
nan entre si solo porque guardan relacion con algin factor subyacen-
te basico”.

Define entdo a rendibilidade esperada de cada titulo em funcio do
mercado representado por um indice representativo da evolugio da acti-
vidade econdmica no periodo em referéncia.

Constréi entdo uma equagiio da regressao estimando os pardmetros
a e b para cada titulo. Estima também as médias e as varidncias das
varidveis e ainda a varidncia da variavel residual.

Para esta altima varidvel fixam-se determinadas hipoteses:

- Esij =0, V]

I

Cov (gjt, &js) = 0, vt,s / tes (incorrelacao)
- E gjt2 = oej2, Vt (homocedasticidade)
gJt ~ N(O, o8j2) (normalidade)

I

Calcula a rendibilidade esperada e a varifincia (risco) de cada titu-
lo 1, cujas expressdes sdo, respectivamente:
200N p2 2 2
o(r)=bo; + o,

O valor esperado e a variancia de uma carteira sio dados por:
N

u, = Ea/x/ +hu, e

7=l
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N

2 2 2 2 2

o’ =h'c +Eogx

¢ el ;7
J=1

Os resultado obtidos mediante esta metodologia sdo constituidos
pelo conjunto das % investidas em cada titulo e que resultam dos dife-
rentes niveis de rendibilidade especificados para a carteira.

Sharpe retira conclusdes semelhantes a Markovitz: hid uma relagiio
inversa entre um risco ¢ o nimero de titulos de uma carteira, isto ¢,
quanto maior o nimero de titulos mais reduzido o nivel de risco, no sen-
tido em que se reduz ou elimina o risco especifico a partir de uma estra-
tégia de diversificagio.

6. CONCLUSOES

Markowitz apresenta um modelo de avaliaglo de activos financei-
ros que adopta a perspectiva de avaliagdo de activos integrados em car-
teiras de investimentos. Trata-se¢ de um modelo baseado no paradigma
de comportamento racional, com informagdo completa e transaccio-
nando em mercados sem fric¢des. Mas até que ponto cste modelo € uma
representagdo suficientemente aproximada da realidade?

Uma carteira que proporcione a maior rendibilidade esperada para
um dado desvio padrio, ou o mais pequeno desvio padrio (ou varidn-
cia) para uma dada rendibilidade esperada, é conhecida por carteira
eficiente. Mas este modelo nio é aconselhdvel para a gestao de cartei-
ras para o dia a dia, mas constitui um modelo de estrutura a médio pra-
70, por exemplo, um ano.

Por outro lado, no programa algoritmo, que serve para a determi-
nagio da fronteira eficiente e para a tornar mais adaptada as realidades
da gestio de carteira, &, igualmente, possivel englobar um certo name-
ro de condicoes ligadas a politica de aplicagdes do investidor. Assim o
investidor pode ter como objectivo:

— um rendimento minimo sob a forma de dividendos e lucros;

— ndlo aplicar mais do que uma certa percentagem dos fundos dis-
poniveis num mesmo titulo ou num dado sector econémico;

- marter uma fracgio fixa dos fundos sob a forma liquida, ou numa
determinada aplicagdo.
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De uma maneira geral estas condigdes reduzem o conjunto das car-
teiras possiveis e, eventualmente, a rendibilidade, mas elas permitem
descrever, de um modo mais realista, os objectivos e a atitude de cada
investidor.

Quanto a fronteira eficiente com a composi¢io de cada carteira esta
¢ obtida com os cdlculos do modelo por computador sendo portanto
uma fase puramente mecénica.

Contudo o modelo de Markowitz era de dificil aplicagio pratica,
devido a necessidade de estimar um enorme ndmero de covaridncias
entre as taxas de retorno dos diversos titulos.

Estas dificuldades suscitaram que outros autores como Sharpe
idealizassem novos modelos com os quais se pretende obter resultados
iguais ou muito aproximados mas com um menor custo. A suposi¢io
basica de Sharpe quanto a observancia de uma dependéncia estatistica
entre os rendimentos dos activos mobilidrios € um ou vérios indices que
traduzem a evolugio da actividade ccondémica (e por essa via contor-
nando a necessidade de analisar a relagéio directa entre as rendibilidades
dos diferentes titulos) contribuie para a aplicabilidade pratica do mode-
lo de Markowitz. Nesse sentido, 0 modelo de Sharpe substitui com &xi-
to o de Markowitz ao simplificar o processo de obtengiio dos inputs
necessdrios para aplicagdo do modelo visto que reduz substancialmen-
te 0 nimero de inputs e operagdes necessarias.

Basicamente, a redugio faz-se no campo das covariincias entre o
N titulos em andlise. Enquanto no algoritmo de Markowilz eram neces-
sdrio determinar (N * =N) / 2 covarifincias, no modelo de Sharpe requer
apenas N inputs. Contudo sdo ainda necessdrios mais inputs pelo que a
diferenca de inputs de informagao entre os dois modelos € de N (N+3)
12 (Markowitz) para 3 N + 2 (Sharpe).
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