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RESUMO

A avaliagdo das organizagcoes e a determinagio da performance obtida pelo exer
cicio da gestdo, tem sido uma preocupagdo constante de geslores e accionistas, embora
cont objectivos diversos. Nos dias de hoje, a questio coloca-se com maior acuidade
quer pela competitividade acrescida quer pela dimensdo e complexidade actual das
empresas. Pretendemos com este trabalho fazer uma descricédo da meiodologia DEA
— Data Envelopment Analysis - nas suas formulagoes iniciais mais simples. A metodo-
logia do DEA, pretende obter uma medida dnica ¢ simples de avaliacdo da eficiéncia,
combinando um conjunto de outputs ¢ de inputs relativos as diferentes unidades homo-
géneus que se pretendem avaliar.

O método DEA ¢ um método ndo paramétrico que pelas suas caracteristicas é
particularmente adequado & avaliagdo de unidades homogéneas ndo necessariamente
lucrativas.

Concluimos, em geral, que sdo dieis ¢ constituem um avango importante, as in-
Jormagoes obtidas através do DEA mas que outros métodos, designadamente rdcios e
andlises de regressdo, podent dar um contributo importante para complementar aquela
andlise.
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1. O METODO DEA - ASPECTOS GENERICOS

.

I.1. Introducao — Eficacia e Eficiéncia

Charnes, Cooper e Rhodes desenvolveram um trabalho que é a base
dos avangos subsequenles sobre a avaliagio da eficiéncia téenica em
formas funcionais ndo paramétricas, como € o caso da andlise da fron-
teira de chiciéneia, em especial do DATA ENVELOPMENT ANALY-
SIS - DEA.

O modelo “Data Envelopment Analysis”, pode aplicar-se para
avaliar o desempenho relativo de um conjunto de terminais de venda
de uma empresa, uma linha de balcdes de um banco ou de um conjunto
de escolas.

Cada unidade ¢ avaliada em relaciio as outras unidades do seu
grupo com base numa multiplicidade de factores. As unidades mais efi-
cientes definem uma fronteira em relagdo a qual se medem as eficién-
cias de todas as outras unidades. A fronteira das unidades mais efi-
cientes € definida através de técenicas de programagio linear, uma vez
que estamos perante problemas de optimizagio de resultados. Assim a
medida pretendida por este método ndo traduz em termos absolutos a
eficiéncia de uma empresa, em lucratividade, por excmplo, ou na sua
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robustez financeira como ¢ o caso dos racios mais comummente usados
para o cleito, mas pretende confrontar vdrias unidades através de uma
medida de eficiéneia suficicntemente geral de modo a entrar cm linha
de conta com o maximo de factores que, de acordo com o seu papel na
prossceucido dos objectivos, scrio encarados como inputs ou como out-
puts. Trata-se de uma medida multifactorial que envolve alguma com-
plexidade tanto conceptual como matematica.

As principais utilizagdes do DEA séo a avaliagiio da eliciéncia de
programas ¢ da administracio em unidades, principalmente de fins nido
lucrativos, como as do sector publico. Nestas unidades a aplicacio dos
métodos tradicionais de cficiéneia defrontam maiores dificuldades.

Antes de prosseguir, ¢ necessario clarificar alguns  termos,
comegando pelo termo eficiéncia, utitizado pelo DEA, ¢ distinguindo-o
de eficdcia ¢ de cconomia. Dir-se-d que uma unidade i ¢ “ccondmica”
quando nao ultrapassar os recursos para ela orcamentados. Dir-se-a que
¢ “eficaz” quando cumpre os objectivos propostos. Dir-se-a que é “eli-
ciente”, no sentido que vai ser usado no método DEA, se a relaciio entre
o cumprimento dos objectivos propostos ¢ a utilizacio dos recursos, num
dado contexto, atinge o valor considerado como melta de eficiéneia.

Observe-se a figura | exemplificativa de situagoes de eficiéneia ¢
de clicdcia verilicadas em diferentes unidades. A unidade A, embora
tenha atingido em grau mais satisfatorio o ouiput esperado (maior elicd-
cia), nao utdizou da melhor forma os inputs que dispunha para o fazer,
enquanto que a unidade B utilizou cficientemente os inputs, nmas o grau
atingido pelo seu outpus ndo ¢ satistatério,

IRRIEESITN
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Perante uma unidade, como A, nio seria razoavel aumentar os scus
recursos para atingir metas mais clevadas no scu outpul, pois outras
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unidades com os mesmos inputs, conscguiriam fazé-lo.

Nas unidades eficientes, como a B, ndo é de esperar que atinjam
valores mais altos nos scus outpiits, a ndo ser que sejam detectadas falhas
existentes nos seus recursos que impedem esses valores mais altos.

O conceito de cficiéneia ¢ fundamental no ambito do DEA. Por
essa razao convém clartlicar o signtficado que ¢ atribuido a csse termo
¢ a outros, proximos dele, como € o caso de eficidcia e de economia,
Adoptaremos as delintgdes avancadas por Norman ¢ Stoker [1991, pp.
9 ¢ seg.], que alids seguiremos de perto no presente capitulo.

1.2. A Kficiéneia Relativa — Estudos Preliminares

Segundo Farrel, autor de um trabatho realizado em 1957 que ¢ con-
siderado trabatho seminal na abordagem do DATA ENVELOPMENT
ANALYSIS, a eficiéneia geral pode ser decomposta em eficiéncia na
afectaciio ou custo ¢ na cficiéneia téenica,

Assim, se a funciio produgio estimada ou conhecida tiver a forma
“convencional” de uma isoquanta, tal como a fun¢iio Cobb Douglas,
a relaclo entre os inpuls ¢ 08 outputs ¢ rigorosamente determinada e
a eficiéncia de uma dada unidade ¢ obtida conforme mostra o figura 2
(op. Cit. pp. 254 ¢ segs.).

Beoy o

Fig. 2

Curva y - curva isoproduto
Vector b - recta de relaclo de precos entre os inputs

O ponto C representa as quantidades dos dois inputs necessarias
a produciio de uma unidade de output pela unidade de produgio C.
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O ponto Y representa a quantidade dos dois inputs necessarios a
produgio de uma vnidade de output pela unidade Y. Y utiliza a mesma
proporciio de inputs que C, mas basta-lhe uma frac¢do, OY/OC, dos
inputs utilizados pela unidade C para obter a mesma produgio que esta
unidade. Sendo a relaciio dos precos entre o input | ¢ o input 2 dado
pelo declive da recta b, entdo o ponto de tangéncia A serd o ponto de
maximo inferior. Admitindo entdo o ponto X de produgio igual a da
curva y, temos as seguintes definigdes para os conceitos de eficiéncia
geral, eficiéncia técnica ¢ eficiéncia dos custos:

Eficiéncia geral (EG): EG= OX/0C
Eficiéncia téenica (ET): ET=0Y/0C
Lificiéncia na afectagdo ou custo (BC): EC = OX/0Y

EG=ET*EC=0X/0C=0Y/0C*OX/OY

Na figura 2 s6 a unidade A € eficiente quer do ponto de vista técnico
quer do ponto de vista dos custos. Se atribuirmos o valor 1 a eficiéncia
da unidade A, a eficiéncia de qualquer outra, como X, virda menor que 1,

Na pratica a forma da funcio produgdo € muitas vezes desconhe-
cida, sobretudo se se trata de casos como por exemplo o ensino, a saide
ou em geral qualquer actividade do sector publico. Nestas situacdes
deve ser suficiente estabelecer uma medida de eficiéncia relativa ba-
seada em obscrvagdes dos dados verificados nas diferentes unidades a
funcionar em condicOes idénticas, sem recorrer a fundamentos tedri-
cos mais fortes. Assim, a forma utilizada para essas situagdes ¢ ndo
paramétrica, no sentido de que a sua forma funcional ¢ desconhecida ¢
portanto a funcéo ¢ construida empiricamente a partir de dados sobre
0s inputs e outputs de um conjunto de unidades. Neste caso a represen-
tagdo grafica de eficiéncia seria conforme a figura 3.

Os eixos representam os inputs gastos por unidade de output. A
fronteira de eficiéncia técnica ¢ definida pela linha H, B, A, D, E em
relagido a qual se mede a eficiéncia relativa de qualquer unidade. Neste
exemplo, a tinica unidade eficiente € a unidade A.

Eficiéncia da unidade A = OA/OA= |
Eficiéncia da unidade C = EG = ET*EC
=0QY/OC*OX/0Y = OX/0C
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Consideremos na figura 4 um outro exemplo em que se utiliza
apenas dois inputs numa propor¢do sempre fixa, cmbora em quanti-
dade variaveis, ¢ em que nio entram em consideragdo outros factores
(mais inputs e/ou mais outpuls). Das quatro unidades representadas na
figura, a Gnica que scria cliciente e que serviria de modelo para avaliar
a eficiéneia de todas as outras do mesmo grupo, seria a unidade A.
A fronteira neste caso reduzir-se-ia a um ponto, e a eficiéncia de todas
as outr as unidades seria medida em relagiio a csse ponto.

T
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Fig. 4

A eficiéncia relativa de C seria OA/OC
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Generalizando para varios inputs ¢ vdrios outputs utiliziveis ou
atingiveis, respectivamente cm propor¢des diferentes, o processo tor-
na-se bastante complexo e (€m surgido varias linhas de orientagiio na
determinagdo dessc quadro de eficiéneia.

1.3. A Medida de Eficiéncia - RACIO CCR

Da defini¢do de eficiéncia, adoptada no ponto 1.1, resulta, para a
situagao mais simples de um tnico output obtido a partir de um Gnico
input:

Eficiéncia = output / input

Na figura 5, apresenta-se essa situagdo. Considerando rendimentos
constantes a escala, verifica-se que A € a unidade mais eficiente por ter
0 rdcio output/input mais alto. Unindo o ponto A com a origem obtém-se
uma linha cujos pontos apresentam igual eficiéncia. OA ¢ a fronteira
de cficiéncia, visto que as restantes unidades representadas na figura ap-
resentam uma cficiéncia menor. A unidade A € pois a unidade de refer-
éncia. Se atribuirmos o valor | & medida de eficiéncia da unidade A,
medindo a eficiéncia de todas as outras relativamente a A, obteremos
grandezas inferiorcs a 1.

CHUTRLT
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Fig. 5
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A medida de eficiéncia da unidade C obtém-se por qualquer dos
racios, X 'C/Xy; Y x/Y 'C; que sendo iguais entre si sdo ainda iguais ao
racio Ox/Qy. Cada um destes racios cnecrra, porém uma interpretago
diferente:

- X'C/Xy mostra o output obtido, relativamente ao que poderia
ser atingido com os mesmos custos se tivesse eficiéncia ipgual a de A;

-~ Y'x/Y C mostra os inputs que deviam ser gastos, relativamente
aos que foram gastos para atingiv 0 mesimo rendimento sendo efi-
ciente.

Se emi vez de um tnico output, considerdssemos dois outpuis ¢
uim dnico input, e assumindo ainda rendimentos constantes a escala, a
analise gritica do problema mostraria que as unidades mais eficientes
sdo as que se encontram mais atastadas da origemn conforme a figura 6
seguiite.

[
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A linka ABD, prolongada desde D aié ao eixo dos X ¢ desde A até
a0 eixo dos Y, redane as unidades mais eficientes, € a fronteira de eficién-
cia. Qualquer unidade nesta fronteira € eficiente. As unidades envolvi-
das por esta fronteira sio as unidades ineficientes cuja eficiéncia serd
menor que 1. A medida de eficiéncia relativa das unidades que formain
a fronteira ¢ igual a 1. A medida de cficiéncia de C é OC/OZ < 1. O
ponto 7. representa os outputs Ol ¢ 02 que deviam ser atingidos com
um dado nivel de input para que o rdcio de eficiéncia da unidade C fosse
o mesmo qgue o de uma suposta unidade 7 na fronteira de eficiéneia ou,
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visto sob outro prisma, representa o input que devia ser gasto para obter
o nivel real de outputy O ¢ O2 de tal forma que o racio da unidade C
fosse 0 mesmo de 7. A, B ¢ D sdo unidades que estiio na fronfeira de
eliciéncia ¢ por isso siio unidades de referéneia para medir a eficiéncia
de qualquer unidade envolvida por essa fronteira.

No caso anterior podia haver uma unidade de referéncia para todas
as unidades, pois a medida de eficiéneia tinha como base a obtengéo de
um Unico oufput, mas neste caso em que se produzem dois oulputs, a
partir de um dnico input 1ss0 jd nio acoatece, podendo existic muitas
unidades que produzam com eficiéneia ambos os oufputs, embora em
proporgodes diferentes.

A medida relativa de cficiéncia proposta por Charnes, Cooper ¢
Rhodes (CCR) em relaciio a qual se medem as ineliciéncias das outras
unidades é a propor¢io maxima dos inputs que poderiam razoavel-
mente ser utilizados para o ourput que realmente se obteve, ou seja,
ndo seria admissivel aumentar um dos oufputs sem aumentar um ou
mais dos inputs c/ou diminuir um ou mais dos outros outputs.

Alternativamente, a medida de eficiéneia reciproca daquela é o
minimo de outputs que poderia ser obtido pelos inputs utilizados, ou
seja, ndo seria admissivel diminuir um oy mais dos outputs.

O caleulo de valor absoluto desta eficiéneia dptima para um valor
padrio ¢ na maior parte das situagGes um caso complexo se nfo impos-
sivel.

O conceito ¢ adaptado de modo a referir-se a eficiéncias relativas e
ja atingidas por uma ou mais unidades do mesmo conjunto.

“Cem por cento de eficiéneia relativa ¢ atingivel por qualtquer (uni-
dade) apenas quando, comparadas com outras (unidades) relevantes,
nao dio prova de ineliciéneia no uso de qualquer input ou outpul”.

A cficiéncia ¢ portanto calculada tendo por base as economias de
gastos ou metas de resultados realmente atingidas por unidades ho-
mogéneas. Deste modo, o DEA no apenas identifica as unidades mais
eficientes ¢ as menos elicientes, mas mede as melhorias possiveis de
eficiéncia.

O rdcio definido por Charnes, Cooper ¢ Rhodes (CCR) general-
iza o racio de efici€ncia delinido com base num Gnico ouiput ¢ num
Gnico input a0 caso de unidades organizacionais com mualtiplos inputs
¢ outputs: “a medida de eficiéneia de uma voidade de tomada de de-
cisdo (UTD) € definida pela sua posi¢io relativa a fronteira do melhor
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desempenho estabelecida matematicamente pelo ricio da soma pon-
derada dos outputs com a soma ponderada dos inputs.”

. soma ponderada dos outputs
Lficiéncia = ,
soma ponderada dos inpiits

O ponto de partida deste modelo € estabelecer quais os inputs ¢
outputs que devem ser seleccionados sem especificar & priori com que
pesos devem entrar na medida de eficiéncia geral. Ao medir a eficién-
cia, tomando um racio entre um particular oufput para um particular
input, encontrar-se-3o algumas unidades mais eficientes segundo um
rdcio de cficiéncia alternativa, calculado com base noutro output ¢
noutro input.

Admitindo-se flexibilidade na escolha dos pesos a usar na deter-
minacio da eficiéncia das varias unidades consideradas uma a uma,
decorreria que cada unidade procuraria ponderar mais, se nio exclu-
sivamente, os inputs € os oulputs que lhe fossem mais favordaveis na
medida de eficiéncia, ou podendo mesmo favorecer inputs e/ou outputs
cujo papel na identificagio da eficiéncia do processo de funcionamento
fosse secundario.

A medida proposta por Charnes, Cooper e Rhodes (1985), é a que
resulta da solugdo de cada unidade indice 0, no modelo seguinte:

max hy= ————
m

Z"i Xio

i1

Sujeito a:
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u.vi= 0,V

onde:

v; — peso a atribuir ao input i; i=1,...,m
u, — peso a atribuir ao output r; r=1,....t
Y = output r da unidade j

Xjj = input i da unidade j

n - namero das unidades.

Os pesos a dar aos inputs ¢ outputs sio tratados como incognitas
a determinar pela solugiio do modelo. A solugiio optima para cada uni-
dade, dd a combinaciio de pesos capaz de optimizar a sua propria me-
dida de eficiéncia, sem prejuizo de essa combinagiio de pesos poder nao
implicar para qualquer das outras unidades a cficiéncia 1. O conjunto
de unidades cujo valor de eficiéncia for a unidade, serd considerado o
conjunto de referéncia para as unidades de eficiéncia inferior a |.

A solugiio deste modelo, na forma fracciondria, pode ser obtida
por um Programa Linear equivalente em formulagiio Primal ou Dual de
Norman e Stoker (1991).

1.3.1. Formulac¢des Originais

a) Formulacio Primal
Na formulagdio Primal, o problema ¢é apresentado da seguinte for-
ma, onde se mantém a simbologia anterior:

!

max hy, = E Uy,

IS
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Sujeito a:
n

A
Z VX =1

i
! m
Bl —
E UYyj - Z v, <0 j=ho,n
e il
> OV
u., v, = 0%,

S6 se optimiza o numerador porque se introduziu a condi¢io de
o denominador ser igual a | ¢ na maximizagdo de um rdcio qualquer
miltiplo de um valor éptimo serd ainda um valor éptimo.

A unidade que esta a ser observada € a unidade com indice ;. O
valor optimo h*, = max h; serd um valor compreendido entre O ¢ 1,
com a solugio dos valores u” - v', > 0, que satisfaz aquele optimo.

a) Formulac¢ao Dual

Alternativamente, o problema podia ser resolvido pela formulagio
Dual do modelo anterior.

Neste caso, em que se mantém a simbologia anterior ¢ o; € o coefi-
ciente associado a unidade de referéncia j, o modelo tomaria a seguinte
forma:

min 7,
Sujeito a:

1

2. X - E 04 2 X; > g,i=1,...,m
j=

1

Z 0y, = Vo I =1, .t

g1
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0<Z," <1 -valor optimo de 7,

(xj* - solugdo que optimiza aquele valor de 7,

A formulagdo Dual da Programacio |Linear permite wma maior cla-
reza na interpretacio dos resultados do DEA. Os pesos a; definem uma
unidade composita que serve de referéneia a unidade de indice (, que
estamos a obscrvar. O valor 7, ¢ a medida de eficiéncia da unidade .
Esta serd eficiente quando 7, = |. 7, mostra a propoi¢io minima do in-
put que seria necessario para atingir o output de wma unidade cficiente,
formada pela combinacio lincar das duas unidades cficientes que sfo
unidades de referéncia para a unidade .

1.3.2. Formulacoes Reciprocas

Na formulacio anterior, considerada formulagio original, a medida
de eficiéncia das unidades mostrava quanto cra possivel reduzir o input
para um dado valor do output, isto ¢, analisava o problema sob ¢ prisma
da minimizacio dos inputs, embora a funcdo objectivo estivesse a ser
maximizada na formulaciio Primal. Na opinido de Norman ¢ Stocker, a
escotha de Charnes, Cooper e Rhodes da formulagio que devia ser Pri-
mal ndo foi feliz pois, além de ser de interpretagdo menos clara, como
Jja foi referido, provoca alguma confusie na medida em gue a minimiza-
¢do dos inputs, ¢ calculada através de uma formulacio que maximiza a
fun¢do objectivo. Se pretendermos agora ver o problema na perspectiva
de quanto pode aumentar o oulpus dado um certo valor do input, isto
€, se quisernios analisar ¢ problema sob o prisma da maximizagio dos
outputs, estamos perante a formulacio reciproca. A maximizagio dos
outputs € calculada na formulacao Primal, através da minimizacio da
funcilo objectivo.

Analisando graficamente o problemna a duas dimensoes ¢ inde-
pendentemente da dimensiio da unidade, isto &, considerando rendi-
mentos constantes a escala, as unidades eficientes $40 as que se aproxi-
mam do canto inferior csquerdo, de acordo com a figura 7 seguinte.,
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As unidades A, B, D e os prolongamentos paralclos ao eixo dos y e
a0 eixo dos x a partir de A ¢ de D, respectivamente, definem a fronteira
de eficiéncia. A medida de eficiéncia da unidade C € agora OC/OX que
¢ maior que [. O valor [ continua a ser a medida de eficiéncia das uni-
dades de referénceia, isto €, das unidades que fazem parte da fronteira
de cficiéneia, ¢ as unidades ineficientes t€m medidas superiores a 1.
Matematicamente os cdlculos também sio feitos de maneira diferente.

m
Z ViXio
. il
maxh,= ————
!
Z U Yyrq
=l
sujerto a:
m
a
§ VX
il
T 21,]:]3 , 1T
/
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u.vi= 0,V

onde:

v, — peso a atribuir ao input i
u, — peso a atribuir ao output r
Y, — output r da unidade j

X;j — input i da unidade j

n —ntmero de unidades

A solucgio deste modelo fraccional pode ser dado pela Programagio
Linear equivalente na formulagdo Primal ou Dual.

a) Formulaciio Primal Reciproca
O modelo toma a seguinte forma, onde se mantém a simbologia
anterior:
H

min h, = Z ViXig

i=
Sujeito a:

14

Z .y, =1

o]

u.,v, 20¥,,,

A medida de eficiéncia da unidade vem dada pelo valor min h',

minh\y |

Se h'y = | a unidade € eficiente

Sc h'y > 1 a unidade ¢ incficiente

Por outro lado, min h*, = (1 / max h;) em que max h, ¢ a medida
de eficiéncia dada no modelo original.
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b) Formulacao Dual Reciproca
Q modelo toma a forma:

max 2,

Sujeito a:

n

E (r,“/.x,:/ <X, i=1,..,m

J=l
i
Rl
§ 0y, 2 Z 0Ypjo T 1, ...t
Ji
. .
o > (),V/
Em que:
, o
o e
A
|
Ly —
0

Onde se mantém a simbologia anterior, sendo a; 0 coeficiente da
unidade j e Z; a medida de eficiéncia no modelo original.

1.3.3. “Slacks”

O valor de hy, tal como foi definido na formulagiio Primal, pode ser
igual a 1, isto é, a unidade , pode fazer parte da fronteira de eficiéncia,
mesmo assim, pode apresentar uma melhoria potencial no seu desem-
penho, quer pelo aumento de um ou mais dos seus oufputs sem aumen-
tar nenhum dos seus inputs, quer pela diminuigido de um ou mais dos
seus inputs, sem diminuir 0s seus outputs.

Considerando a figura 8 que se segue, apenas com dois outputs ¢
um input, o caleulo de eficiéncia pelos modelos atrds apresentados daria
h'y=1e 7 =1 para as unidades de U, a U,, ¢ h", < I, para Us e U,
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CuTPLT 1 Z&
INPUT
u Ul
)2
[S16% "
U?? =
14
I
=
8] OuUTPLUT2
INPUT
Iig. 8

Nao existe ncnhuma unidade com O/1 mais baixo que o de U,
que tenha um valor maior do que O,/I dessa unidade. Assim a unidadc
U, estd na frontetra da eficiéncia. No entanto, ela pode atingir um valor
mais alto de O/l sem diminuir o O,/1, baseando-sc nos valores atingi-
dos pela U, O desvio Uy — Uy é a melhoria potencial da unidade U,
ou scja, um aumento de um output sem diminuir 0 outro ouipit nem
aumentar o input.

Considerando agora o caso da unidade U, ela pode reduzir o seu
input mantendo os outputs O, ¢ O, até atingir o u,. Nao ¢ de esperar,
com base nos desempenhos atingidos pelas outras unidades, qualquer
outra redugao dos inputs sem alterar os outputs, pois isso significaria
ultrapassar os limites da fronteira de eficiéncia. It de esperar, com base
no desempenho da unidade Uy, que a unidade Ug consiga um aumento
do output O, sem diminuir o output O ncm aumentar o inpul 1.

Pela formulagio reciproca poderiamos chegar a conclusio idén-
tica.

Considere-se para o efeito a figura 9, com dois inputs ¢ uim dnico
output. A unidade U,, embora na fronteira de eficiéncia tem uma
melhoria potencial relativamente a U,
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O desvio U, - U, representa neste caso, uma melhoria potencial
cm termos de economia de um input sem aumentar o outro input ou
diminuir o output.

Genceralizando estas situagdes para multiplos inputs ¢ multiplos
outputs, o problema € contornado pela solugio apresentada por Charnes,
Cooper ¢ Rhodes apresentando a formulagdo Dual da Programacio
Linear a scguinte forma, na versio original ¢ na versio reciproca, onde
se mantém a simbologia anterior.

a) Formulacido Dual com “slacks”

m

/
M ly » '| =
min | Z, - & Z.s ,‘+Zs,
7o

il

Sujeito a:

Ly Xy -8 - E ox; =0, i=1,..m
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s', e s sldo as varidveis “slacks” e a sua introduglo transforma
as desigualdades das restricdes em igualdades. & € um valor positivo
muito pequeno, normalmente da ordem de 107

A medida de eficiéncia calculada por este modelo ndo difere da
medida de cficiéneia definida por CCR.

b) Formula¢ao Dual reciproca com “Slacks”™
O modelo toma a forma:

'
max | Z, - & E s+ ),

Sujeito a:
n

E O X+, =x,, i=1,..,m

- Ty 7 G — - —
Z X, +2y+s =0 r=1,..1
J=l

‘} O
aj 58 S I> 0’ ¥/,/:i

&’ preenche as condi¢des referidas para &.
Esta nova versdo impde mais uma exigéncia a medida de cliciéncia
de uma unidade. A unidade sera eficiente se Z, = | ¢ os desvios forem

iguais a (), serd ineficiente se z, < | ¢/ou um ou algum dos desvios forem
positivos.
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1.4. A Seleccito dos inputs e dos oulputs

Os diferentes resultados da actividade das unidades compardveis
sdo tomados como outputs. Hm alguns casos justifica-se considerd-los
agregadamente. Por cxemplo, considerar-se-a a soma dos diferentes
produtos produzidos ou comercializados pelas unidades, como um oui-
put distinto. O mesmo se poderia dizer relativamente aos inputs.

Os recursos utilivados na actividade das unidades, devem entrar
como inpuis dessa actividade, bem como os factores envolventes que
favorecam essa actividade. O nitmero de factores, inputs ¢ outputs, que
forcm considerados na avaliagio do desempenho pela aplica¢io do mé-
todo DEA influencia o resultado desta avaliagdo. Por um lado quantos
miais factores entrarem mais significado ddo a avaliagdo pretendida, mas
esse nimero, sendo grande, pode também comprometer o resultado do
método. Esta constatagdo torna-se clara se considerarmos a medida de
eficiéncia produzida pelo método.

Séo eficientes todas as unidades que apresentarem vantagem rela-
tiva em pelo menos um racio formado por um outpui particular ¢ um
input igualmente particular. Deste modo, se estivermos perante uma
situagdo em que se utilize 4 outputs ¢ 4 inputs, os ricios particulares
referidos sio 16 ¢ portanto a aplicagido do método garante a existéncia
de 16 unidades eficientes. Hste ndmero poderd ser menor se uma ou
mais unidades apresentar vantagem relativa em mais do que um desses

v A
X1
A
. :
3
~
=
) Y1
X2

Fig. 10
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racios particulares. Um outro facto pode elevar consideravelmente esse
nimero de unidades chicientes o que acontece com frequéncia. Con-
sidere-se a situagiio representada na figura 10 em que as unidades sdo
comparadas entre si, relativamente aos resultados obtidos por elas em
dois racios particulares, Y /X, ¢ Y /X,.

A unidade A ¢ eficiente porque € a que obtém uma maior quanti-
dade de Y| por uma unidade de X, e a unidade B ¢ eficiente porque é
& que obtém maior quantidade de Y, por unidade de X,. A unidade C
ndo estando cm primeiro lugar em nenhum destes dois ricios também
¢ cliciente, obrigando a fronteira a inflectir na sua diveccao, porque o
scu descmpenho € ainda melhor do que o de qualquer unidade com-
posita, obtida pelo “trade-off” entre os desempenhos das unidades A e
B naqueles racios, representado pela recta que unc A ¢ B.

Verifica-se pois que o nimero de unidades eficientes que podem re-
sultar da aplicagio deste método pode ser muito superior ao nimero de
racios particulares formados e que quantos mais factores introduzirmos
na aplicagdo, maior serd o nimero de unidades eficientes resultante. As
unidades elicientes funcionam como unidades de referéncia relativa-
mente a grupos maiores ou menores das restantes unidades. O nidmero
de factores pode compromelter os resultados do método pelo exagerado
namero de unidades de referéneia, resultantes do grande ndmero de fac-
tores. Esse ndimero tem que ter em atengio o nimero de unidades que
se pretendem avaliar, sendo recomenddvel que o nimero de unidades
scja largamente superior ao produto do nimero de outputs pelo ndmero
de inputs.

L.5. Interface entre os Resultados da Analise DEA e os
Objectivos da Gestao

Os resultados da andlise, importantes pela determinagio de medi-
das de eficiéncia e metas atingiveis para as unidades, nio dispensam um
confronto com os objectivos da administragio.

Uma determinada unidade apresentard um valor de cficiéncia
perante um dado conjunto de factores escolhidos e outro valor diferente
para outro conjunto de factores. Cabe cntdo a administragio definir,
nao apenas os oulputs ¢ inpuls a incluir, mas definir também até que
ponto devem os diferentes outputs scr particutarizados, bem como os
diferentes inputs.



50 Daia envelopment analysis: Eficiéncia relativa das unidades de tomada de decisdo

Um outpur particular pode ser mais dispendioso em inputs, origi-
nando uma menor eficiéneia para a unidade que o produz em maior
proporcio. Ou inversamente se um particular produto ¢ menos exi-
gente cm recursos do que os restantes produtos, as unidades que o
produzirem em maior propor¢io, exibirdo medidas de clicicnela de
custos mais altas, mas é uma eficiéneta baseada unicamente no uso
de recursos para atingir a globalidade de produtos que essas unidades
produziram. A propor¢io em que os produtos deviam ser produzidos
¢ uma questio de objectivos plancados. Hssa particularizacdo dos out-
puty permite ndo so conhecer as razoes da maior ou menor eficiéneia
apresentada por uma unidade, como orientar as diferentes unidades na
rectificacio do seu “output-mix”.

B ipualmente necessario particularizar os inpids. Encard-los na sua
globalidade pode nio permitiv identificar possiveis fonles de incficién-
cia na sua utilizacio. Uma vez detectada a fonte de ineficiéncia, através
dessa parficularizagio, a sua climinacao para algumas unidades, por ex-
cmplo através da introduciio de teenofogias ja disponiveis pelas outras
unidades, taz parte da programacio. Bsse facto deve ser considerado na
apreciagdo da cticiéneia. Do mesmo modo que ¢ possivel detectar fon-
tes de ineficiéneia através da partilha de custos, € igualmente possivel
delectar fontes especilicas de eficiéncia nessa pattilha. Daqui se conclui
que o estabelecimento da estrutura do modelo de cficiéneia requer a
andlise dos objectivos da administracio geral.

Considerando unidades de lim ndo lucrativo, como por exemplo
escolas, se uma particular drea de estudos ¢ menos exigente em pes-
soal especializado, ou cste existe em maior abundincia e com grau de
formagao mais elevado, as escolas que proporcionalmente produzirem
mais certificados nessa drca, exibirdo por esse método medidas de
cliciéneia de economia de recursos mais altas, mas € uma cliciéneia,
melhor dirfamos uma eficdcia, vista unicamente na obtencdo de resulta-
dos. A propor¢iio desses certificados serd uma questio de objectivos
plancados para o ensino. Daqui se conclui, igualmente, que o estabel-
ecimento da estrutura do modelo de cficiéneia requer a andlise dos ob-
jectivos da administrag@o geral das unidades em estudo.

Para além deste modelo de eficiéncia, voltado para os factores
internos, para a sua ulilizagdo ccondomica dos difcrentes recursos na
obtencio dos diferentes resultados, outros modelos necessariamente
terfio de ser criados para a andlise de factores externos.
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Se considerarmos unidades com fins lucrativos, como por exem-
plo unidades de venda, esses factores externos poderiio ser a conquista
de mercado ou o rendimento potencial da unidade. Nesse modcelo os
outputs $50 os rendimentos reais dos diferentes produtos, os valores
apresentados pelos respectivos cresctmentos, bem como as potenciali-
dades desse crescimento. Os inputs sd0 as condi¢Oes apresentadas pelos
respectivos crescimentos, bem como as potencialidades desse cresci-
mento. Os inputs sdo as condigoes apresentadas pelos destinatirios dos
produtos da unidade: a sua densidade, as suas caracteristicas, a concor-
réncia existente, ete..

Potencialidades do Método

A aplicagio do método DEA permite dispor de uma fonte de infor-
magdo importante para a tomada de decisGes numa unidade organiza-
cional. De entre os principais resultados da utilizacio do DEA, e parte
referidos por A Boussofiane ¢ outros (1991), no scu artigo “Appllied
Data Envelopment Analysis”, podem-se apontar os seguintes:

a) Estabelece uma medida de eficiéneia relativa das unidades
organizacionais;

b) Define unidades de comparacgio ou de referéncia;

¢) Essas untdades podem ser identificadas como constituindo
padrdes de desempenho;

d) Propde metas a atingir pelas unidades ineficientes;

¢) ldentifica arcas de eficiéncia;

1) Ortenta a aplicago de recursos;

£) Projecta resultados para orientaco de colocaciio de recursos;

h) Determina politicas ou periodos de cficiéncia.

a) Medida dc eficiéncia relativa das unidades

Esta medida, ¢ o principal resultado do uso do método:

-~ Mede a maxima propor¢io dos inputs necessarios para atingir o
seu nivel real de output de forma chiciente.

— Ou reciprocamente, mede o minimo valor por que deveria ser
multiplicado o seu output, mantendo os seus inputs rcais, de forma a
ser eliciente.
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b) Unidades de comparagio ou de referéncia

- ldentifica, para cada unidade ineficiente, o conjunto de unidades
gue, com a mesma orientagio em inputs ¢ oufputs, ultrapassam o
desempenho dessa unidade, servindo por esse facto de unidades de
referéneia.

As unidades de comparacio identificadas, podem representar
modelos de boa pratica operacional uma vez que t&m a mesima orientacio
input/output. Pelo método Dual, as unidades de comparagdo aparccem
associadas a pesos, formando uma unidade composita, formada por
uma combinaciio lincar dos pontos representativos das unidades efi-
cientes permite apresentar com mais clareza ¢ portanto demonstrar a
insuficiéneia do desempenho das unidades ineficientes. O peso com
que cada unidade eliciente entra nessa unidade compésita ¢ ainda indi-
cador para a unidade eficiente do padriao de que mais se aproxina.

¢) Unidades padrao de desempenho

Entre as unidades eficientes, umas sdo melhores exemplos do que
outras. Algumas unidades aparecem como elicientes no cilculo DEA,
porque o seu desempenho se destaca num particular racio output/in-
put, que pode ser o mais significativo, enquanto noutros rdcios com um
papel mais importante no desempenho geral, 0s seus valores sdo baixos.

Um indicador desses factos também nos aparcee dentro dos cal-
culos do DEA. O DEA dispde de processos de cilculo que tlustram as
arcas de cficiéncia de cada unidade eficiente. O processo de cdlculo
mostra como uma unidade eficiente, detentora de eficiéncia geral, ¢ uma
unidade de referéncia para um vasto leque de outras unidades, enquanto
que uma unidade eficiente que se distingue apenas por uma eficiéncia
especifica pode, em situagdo extrema, ser unidade de referéncia apenas
para ela prépria. Embora haja indicadores alternativos como a “Cross
Efficicncy Matrix” este nimero maior ou menor de unidades para as
quais a unidade eficiente ¢ unidade de referéneia, que sc denomina
frequéncia da unidade eficiente, ¢ o mais simples de obter.

d) Identificacio de metas a atingir pelas unidades ineficientes

Os valores atingiveis pelas unidades ineficientes cont o fundamen-
to de que outras, num contexto idéntico, os atingiram, ¢ também um
resultado da aplicagiio do DEA.

Esses valores tanto podem ser vistos como diminuicio dos scus
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inputs como o aumento dos seus outpuls.

Através do caleulo pela Programagiio Linear Dual, os valores dos
inputs que deviam ser gastos ¢ os valores dos oufputs que deviam ser
obtidos pelas unidades ineficientes, scrio dados, numa perspectiva de
minimizagio de inputs, pelas expressoes:

7 3
Z¥oXi0 Sy

ot=1 .., m

Yo+S, L =1t

isto ¢, reduzindo os seus inputs na proporgio 7" e pelos desvios
si” ¢ corrigindo 0s scus outputs pelos desvios S (Boussofiane et al,
1991).

O valor dos outpurs atingiveis pelas unidades inclicientes dados
pelos valores obtidos nas unidades clicientes através da formulacio
reciproca, numa perspectiva de maximizagio dos outputs ¢ determi-
nado pelas expressoces:
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e) Identificacio de arcas de eficiéncia

Através do cdleulo pela PL Primal consegue-se detectar as dreas
em que a unidade se apresenta com o seu methor desempenho, no uso
particular de um recurso ou actividade particular quer essa unidade scja
ineliciente, quer seja cficiente.

Se a unidade ¢ ineficiente entdo  u, y, para os valores optimos
de u, , dé o seu valor de eficiéncia. Cada parcelade u, y,, dessa soma, ¢
referida por Boussofiane ¢ outros, 1991 como output virtual. Atraves da
andlise desse somatério podem delectar-se os oufputs virtuais que, por
apresen-tarem o valor u, y, mais alto, contribuiram para a medida da
cliciéneia da unidade.

Procedendo-se deste modo para os inputs, pode-se detectar aqueles
inputs, virtuais segundo 0os mesmos autores, em que o valor de v; x;,,
por ser mais alto, mais contribuiu para o total, que ¢ I, pela restricdo
(ue IMpuscmos.

De forma idéntica se pode encontrar nas unidades eficientes a sua
particular drea de eficiéncia. Assim, mesmo entre as unidades eficientes,
para além da cficiéncia mais ou menos geral que possam apresentar,
clas podem representar drcas de eficiéneia especifica diferentes que
mutuamente podem servir de padroes para adicionais melhovias nessas
unidades.

Mesino em situagdes cm que se introduzam restrigoes as estruturas
de pesos, restricoes sugeridas por, entre outros, Dyson e Thanassoulis
(1998), a medida de cficiéncia ¢ caleulada pelo processo habitual ¢ a
flexibilidade dos pesos dos inputs € outputs permite ainda detectar areas
especificas de eficiéncia entre unidades eficientes.

f) Orientaciio de aplicacio de recursos

A identificagio das unidades cficientes ¢ ineficientes dd uma pri-
meira indicacio da orientagdo da aplicagdo dos recursos. Em especial
as incliciéncias detectadas mostram o potencial aumento de outpuls
¢/ou diminuicio de inputs.

Para uma andlise mais completa desta orientagdo serd necessaria
a construcio de mais do que um modelo de DEA. Um desses modelos
mede a eficiéncia do aproveitamento dos recursos usados para obter 0s
resultados da unidade ¢ outro modelo deve medir a eficiéneia no meio
envolvente.

Um dos processos setia incorporar no mesmo modelo esses dois
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aspectos. Porém, partindo do pressuposto que nédo existe “trade-ofl”
entre esses dois tipos de desemperntho, uma unidade podia simultanea-
mente atingir melhor desempenho em cada um dos aspectos ¢ a sua
incorporagdo no mesmo modelo conduziria a uma subestimagao do
desempenho potencial.

Outra mancira de tratar este problema, seria criar dois modelos de
DEA ¢ aplicd-los sucessivamente. Assim, um modelo DEA determi-
naria o potencial atingivel dadas as caracteristicas do meio envolvente
¢ outro modelo DEA partiria desse potencial ¢ determinaria os recursos
exigidos para atingir essce valor. Mas este procedimento conduziria a
nio levar em linha de conta a fronteira de eliciéncia que € a grande forga
deste método. Aqueles modelos aplicados separadamente detectavam
valores de efici€neia, realmente atingidos pelas unidades, isto €, em
cada caso haveria uma fronteira de eficiéneia, mas a combinagiio dessas
duas metas representaria um nivel ndo atingido reatmente por alguma
unidade ¢ portanto seria um ponto fora da fronteira de eliciéneia.

Outro processo que ndo sacrificaria a fronteira de eficiéneia seria a
construgiio ¢ aplicagiio em separado dos dois modelos atrds referidos.
A estimagao do potencial atingivel, dadas as caracteristicas do meio
envolvente, € 8O por st um resultado importante do método DEA, para
fundamentar a orientagio na aplicacio dos recursos.

A apreciagiio dos resultados dos dois modelos, permite detectar as
unidades cficientes na penctragiio no meio, mas com potencial melho-
ramento da utilizagdo dos scus inputy ¢/ou na obtengio dos seus ouipuls;
por outro lado podem surgir unidades com eficiente utilizagio dos in-
puts, mas com potencial melhoramento na penetragio do meio; havera
ainda unidades com melhoramentos potenciais em ambas as situagdes.

Os resultados obtidos nos dois modelos referidos, estdo repre-
sentados na figura 11, em que os cixos representam respectivamente
a cliciéneia na utilizagio dos recursos ¢ cliciéncia na penctragio do
mercado, mostram que as unidades U e U, silo eficientes na penetragio
de mercado (M), mas apresentam melhorias potenciais na utilizagio
de recursos(R). A unidade Uy ¢ eficiente na utilizagio de recursos,
apresentando potenciais melhorias no mercado. A unidade U apresenta
forte potencialidades nos dois aspectos. A unidade Ug apresenta algum
mclhoramento potencial no aproveitamento de recursos ¢ grande po-
tencial de melhoramento na penetragiio de mercado, enquanto que a
unidade U, estd na situagio inversa.



56 Data envelopment analysis: lificiéncia relativa das unidades de tomada de decisdo

M

)2
Lo Ul ‘l

o

0,5——

Fig. 11

2) Projeccao de resultados para orientagao de colocagio

de recursos

Para a anilise da eficiéncia de uma unidade podem-se estabelecer
mais do que um modelo de eficiéncia, conforme se viu no ponto ante-
rior. Um desses modelos permite a andlise da eficiéncia na utilizagdo
de recursos detectando as cconomias de recursos possiveis; o outro
modelo analisa a eficiéncia na penetragio do mercado, considerando as
caracteristicas do meio envolvente, detectando as methorias possiveis
na obtencio do rendimento de unidade.

E possivel ainda delincar um terceiro modelo DEA, apresentado
por Norman ¢ Stoker (1991, pp. 146 ¢ segs.), que analise a eficiéncia da
unidade em termos potenciais com o fim de fundamentar as decisdes,
quer de orientagio de recursos, quer de encerramento de unidades nao
lucrativas.

Neste modelo de eficiéncia potencial ter-se-ta de entrar em
consideragdo, além das caracteristicas envolventes, com o tempo de
funcionamento da unidade, visto que o rendimento obtido apresenta-se
relacionado com esse tempo e esse facto € fundamental numa perspec-
tiva de projeccio dos resultados.
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Uma unidade pode apresentar-se eficiente ¢ no entanto apresentar
prejuizos devido a eficiéneia no aproveitamento de recursos ser insu-
ficicnte. FEsse prejuizo corrente nio impede que através da andlise da
melhoria potencial em economias de custo sc conclua que a unidade &
potencialmente geradora de lucros.

Pode ir-se¢ mais longe, segundo aqueles autores, nesta analise de-
tectando o montante potencial de lucro que uma unidade pode atingir
num determinado perfodo de tempo.

Projectando para um periodo de cinco anos, o rendimento de uma
unidade eficiente pelo modelo de eficiéncia total, obtemos um rendi-
mento atingivel com a sua actual eficiéncia e com as actuais condigoes
envolventes. Projectando, do mesmo modo, os custos que a unidade
actualmente suportaria se fosse eficiente, obtemos o seu lucro potencial
para o periodo considerado.

h) Determinacio de politicas ou periodos de eficiéncia

O DEA permite ainda determinar quais as politicas com eficiéncia
relativa de entre um conjunto de politicas implementadas, ou quais os
periodos de efici¢ncia relativa num determinado intervalo de tempo in-
dependentemente do nivel de eficiéncia da unidade.

Para a determinagio de politicas cficientes parte-se de uma
situagdio em que cada uma das politicas esté a ser usada por n unidades.
Para determinagio de politicas elicientes aplica-se 0 DEA em duas
fases. Numa primeira fase, climinam-se as unidades incficientes entre
as que aplicam a mesma politica. No final desta fase, temos sclecciona-
das as unidades cficientes em cada politica. Na segunda fase, aplica-se
0 DEA a esse conjunto, obtendo medidas de eficiéncia que se atribuem
as politicas.

O DEA pode ser também utilizado para determinar periodos de
eficiéneia. Para complementar a determinacdo da eficiéneia de uma
unidade em termos de inputs ¢ outputs conseguidos, pode avaliar-se a
evolugao dessa cliciéncia no tempo: més, trimestre ou ano. Para isso
cada unidade ¢ avaliada nos & periodos como se¢ se tratasse de & uni-
dades, as quais se aplica o0 DEA de forma habitual.

Existcm no entanto processos mais aperfeigoados para este céleulo,
como por exemplo a “window analysis” de Charnes e outros. (1985).
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2 - VARIANTES DO METODO
2.1. Modelo para Rendimentos a Escala Varidveis

O modelo, tal como foi apresentado no capitulo anterior, pressupoc
rendimentos constantes & escala.

Quando se estd em presenca de rendimentos varidveis a escala, a
utilizagio dos modelos anteriores ndo clarifica se determinada incficién-
cia é devida a escala em que a unidade ¢std a operar ou se € de outra
natureza.

Os melhoramentos introduzidos no método DEA por Banker ¢
Cooper (1984), cujo texto vamos seguir de perto, permitem a distingdo
entre essas duas formas de eficiéneia,

2.1.1. A Analise do Modelo a Duas Dimensoes

A eficiéncia geral pode decompor-se em cficiéncia de escala ¢
eficiéneia de téenica. As diferengas entre essas duas eficiéncias podem
ser ilustrada através da figura 12, adaptada de Banker ¢ outros, (1984).

A figura 12 representa o conjunto de possibilidades de produgao.
Nela estdo representadas scis unidades U, até Uy, a laborar com um
Gnico input x ¢ um unico output y.

/
Y
Y6 L6
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Y4
e
|
[m] X6 X

Fig. 12
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O cilculo de eficiéncia nesse conjunto permitiria encontrar o valor
dessa eficiéncia para cada unidade utilizando a formulacio Primal da
Programagio Linear, (ver a) do ponto 1.3.1).

max hy =uy,
Sujeito a -

vV Xg=I
uy;—vx =0,
u,v=0

Banker ¢ outros obtiveram as seguintes solugdes para cste
problema:

max hy =max he=u'y y, =u’, Yo
# #
v x, =1 Vi Xe =1
Uy VX =00 Wy v, X, =0
% * A *
UyYs=Vyxy <0 ugyo—vix,<0
Os valores h'y ¢ h", sio menores que I, e unidades Uy ¢ U, sio
igualmente ineficientes. O caleulo permite identificar as unidades efi-

cientes. A unidade U, é eficiente pois conr 0s mesmos pesos obtém-se
parah’, o valor |.

Uqy| % e Yy

h'= = = 200

Vg Xy Vi X

« —_ Yy ¢ * e *
max h, = max h; = v’y y, =u 3 Vs
* . I * — l
Vi3Xy= VaoXy=

Uy v x, =0 us,y, - viyx, =0

5 % * *
Ugy;—-Vaxy <0 UaY,—V,Xy <0
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Os valores de h") ¢ ' sdo menores que | e também aqui o cdlculo
sermite encontrar a unidade cficiente U aplicando a esta unidade os
i
pesos das unidade U, e U,

Uz yi Uy ¥y
Iy = — = | hy =-——= !
V3Xy VX

A medida de chiciéncia, calculada por este processo considera
rendimentos constantes 2 escala e através dela, 6 a unidade U, € eli-
ciente. U, até U sdo unidades inclicientes. A eliciéneia de todas as
unidades é medida relativamente a U

U, ¢ Uy siio igualmente incficientes relativamente a U, ¢ as uni-
dades U, e Uy sdo igualmente incficientes relativamente a U . Para mui-
{as situacoes csta medida ¢ suficiente. Através dos desenvolvimentos
R.D. Banker, A. Charnes ¢ W. W. Cooper, 1984, introduzidos no mé-
todo DEA, é possivel detectar difercncas entre as ineficiéncias de U, ¢
U, casdeUye Uy

A medida de eficiéncia de U, ¢ obtida com referéncia a K, (ver
figura 12), assim como o de Uy € obtida com rcferéncia a Es. A con-
dicao de convexidade nao foi introduzida. Os pontos B, ¢ By represen-
tam pontos de cficiéncia geral, isto ¢, incluem a eficiéneia téenica ¢ a
cficiéncia a escala. [, e By reflectema produtividade média atingivel na
dimensio mais produti-va que ¢ a dimensao U, Porém E, ¢ E; sdo pon-
tos que estio fora das possibilidades de produgio, considerando estas
obtidas de entre as producoes efectivamente observadas nas unidades
organizacionais.

Segundo aquela figura, decompondo a cliciéneia geral em eficién-
cia téenica e eliciéncia i escala obterfamos para a unidade Ug:

e A N Yo [L()
Eficiéneia a escala = ——— <1
Yo l/()
. vo Ug
Eficiéncia éenica = ~——— =1

Yo l/()
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e

A umidade U, tal como a unidade U, ¢é tecnicamente eficiente.
¢ 4
As unidades U, ¢ U; sdo incficientes teenicamente ¢ operam numa
escala inefliciente. Os valores de eficiéneia de U, seriam:

- . . Yo Uy
Eficiéneia téenica = =72 < |

v Uy

.. . Vo [",2
Eficiéneia a escala = 27—~ <

Yoy

2.1.2. Generalizacao do Modelo para Maltiplos inputs
¢ Multiplos outputs

O modelo inicial de Charnes, Cooper ¢ Rhodes, com os desen-
volvimentos introduzidos, permitc medir a cficiéncia téenica das uni-
dades, aumentando assim consideravelmente o interesse deste método,
uma vez que muitas vezes a eficiéneia a escala ¢ preterida em fungio de
outros objectivos da unidade organizacional.

O modelo CCR que identifica qualquer incficiéneia téenica relativa
nas unidades organizacionais, com rendimentos varidveis a cscala, é
apresentado por Norman e Stoker, (1991, pp. 106 ¢ segs.) da forma que
passamos a expor:

max hy= -
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Sujeito a:

u v, 20, -V-r_/

onde:

v, - peso a atribuir ao inpuf i
u, — peso a atribuir ao oufpul v
Yyj — outpul v da unidade j

X — input 1 da unidade |

ij
n — numero das unidades

C, - Constanle que impdc a restrigao de convexidade ao modelo.

A solugio ¢ dada pela Programacio Linear cquivalente nas suas
formulacoes Primal ¢ Dual (op. Cit. pps. 250 ¢ 251).

2.1.3. Formulacoes Originais

a) Formulac¢ao Primal
Pela formulagiio primal equivalente, o problema ¢ apresentado da
seguinte forma, onde se mantém a simbologia anterior:

i

max hy = Z u,y.o +Cy
il
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Sujeito a:

fH
.
_2 VX0 |
il
! 17
E U, by - E Vi <0, j=1,..,n
rl i
. ~
u.;v, =0, V,.',

b) Formulacio Dual

Alternativamente, o problema podia ser resolvido pela formulagio
Dual da Programagio Linear.

Neste caso o modelo, onde s¢ mantém a simbologia anterior,
tomaria a forma:

min 7,
Sujeito a:

i

2y Xy - E o X >0,i=1,...,m
Jl

I

L.

Z WX = Vg, r= 1t

it

#H

Z =1

7o
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Hsta formulagio difere da que foi apresentada para rendimentos
constantes & escala pela restri¢do adicional X oy = 1, para j=1, ... ,n,
chamada restricao de convexidade. Esta restricdo assegura que o cdleulo
na medida reflicta apenas a eficiéncia (¢enica da unidade observada, isto
¢, da unidade com indice ;.

Utilizando as formulagOes reciprocas, as formulagdes Primal e
Dual viriam alteradas.

2.1.4. Formulacoes Reciprocas

a) Formulacio Primal Reciproea

0O modelo onde se mantém a simbologia anterior toma a scguinte
forma:

"

min h, = E vix - Cy

i
Sujeito a:

/

: ‘, U Yrg ™ !

o

m m

v X - Z Uy, - Co= O0- j=1,..,n

il il

5 soeq

us v, 20 =1, ..,omyr= |

A medida de eficiéncia da unidade vem dada pelo valor min hy,.
min h

Se = 1 a unidade ¢ eficiente

Se hy> I aunidade € ineficiente
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min h = (I/maxh)em que max h ;¢ amedida de efici¢neia dada
no modelo original.

b) Formulacio Dual Reciproca
O modelo toma a forma:

max 7.

Sujeito a:

N 04
o
20
R
Zy -
0

sendo a; o coeficiente da unidade j ¢ 7, a medida de eficiéncia do
modelo original.



66 Data envelopmeni analvsis: Eficiéncia relativa das unidades de tomada de decisdo

2.1.5. Representacoes Graficas

a) Rendimentos decrescentes a escala — Perspectiva
de minimizacio de inputs

Na figura 13, a scguir representada, em que se considera apenas um
outpur ¢ um input, as unidades U, e U, sdo tecenicamente eficientes ¢
estio a laborar na escala mais eficiente.

A cficiéneia téenica da unidade Uy, relativamente a fronteira defi-
nida por U, ¢ Us, ¢ dada pelo quocicente:

ya T4/ yq Uy < 1, na formulagiio original do DEA, isto ¢, numa
perspectiva de minimizagao do input.

v,
Y4
vi

RE I

-

pd

///
//
,

Fig. 13

b) Rendimentos decrescentes a escala — Perspectiva
de maximizacao de outputs

Se estivermos numa perspectiva de maximizagio do output, isto é,
na formulacdo reciproca, essa eficiéneia viria dada pelo quociente X,
17,/ Xy Uy > 1deacordo com a figura 14 a seguir representada.

Stoker e Norman (op. cit., pp. 105) demonstram que o valor da or-
denada (Cy na figura 14) ¢ somado ao numerador no cilculo da eficién-
cia, quando estamos perante rendimentos crescentes a escala e subtraido
quando estamos perante rendimentos decrescentes a escala.

Na formulagio Primal do modelo original a constante C, repre-
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sentativa dessc intercepto ¢ somada, portanto o seu valor, ¢ de sinal
contrdrio ao sinal do intercepto, ou scja:
—rendimentos crescentes a escala: C>0, intercepto<0);
—rendimentos decrescentes a escala: C<0, intercepto>(};
— rendimentos conslantes, C=0, intercepto=0.

YA U3
Vi 2
4 “lua
Y4 '
Ul
U2 T ’

Fig. 14

¢) Comparacio com a medida de eficiéncia em rendimentos
constantes

Na medida de eficiéneia em rendimentos constantes a escala, havia
uma equivaléncia entre a medida numa perspectiva de minimizagio dos
inputs, ¢ o inverso da medida numa perspectiva de maximizagio dos
outputs, verilicada pela igualdade dos quocicntes: (y, T,/ y, U, e (x,U,
/ x, 7). Com rendimentos crescentes a escala, ou seja, C>0verifica-se,
de acordo com a figura 14:

Yo Tyl y, Up>(x Uyl xy 17,
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A medida de eficiéncia na perspectiva da minimizagao dos inputs
¢ maior do que a medida de eficiéncia na perspectiva da maximizagio
dos outputs, invertendo neste caso o segundo racio. Com rendimen-
tos decrescentes verifica-se o inverso, conforme mostra a figura 15, a
scguir representada.

(ya Tyl yy U >(xy Uyl x, 17 para C <0,

3
Y/l / :
/
Y / b
/'/
)
vi //}“/ U4
v
[
1) X4 X
Fig. 15

Aplicando o modelo CCR aquela cficiéncia os célculos apresen-
tariam os scguintes valores:

max h, =u’,y, +C,

vy xy =1

u'yy, +C v x, <0

C teni, como se viu, valor negativo guando estamos perante rendi-
menios decrescentes 2 cscala ¢ tem valor positivo quando estamos
perante rendimentos crescentes a escala.
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3. MECANICA DO METODO DEA

Neste ponto procura-sc ilustrar o funcionamento do DEA tendo
como supotte um dos softwarcs dedicados: “Warwick DHA Software”™,
na versdo limitada a 10 DMU’s (fornecido com THANASSOULIS,
EMMANUEL, (2001), obra citada).

Construimos um exemplo com 10 “units ol assessment” designa-
das no ambito do DEA por DMU’s, na medida em que se assume im-
plicitamente que as varidveis sao controldveis.

Admitimos também que o processo de transformacio dos inputs
cm outputs, homogéneo para todas as DMU’s (A, B, ..., }), € constitui-
do muito simplesmente por dois inpats (11 ¢ 12) que dao origem, num
contexto 1gualmente comum a todas as unidades, a um output. A figura
10 ilustra o problema, e os resultados que obtivemos encontram-se no
ANEXO: “MECANICA DO DEA”, nas folhas 1,2 ¢ 3. Neste ANEXO
as DMU’s consideradas (A, B, ..., §) encontram-sc designadas por
“UNITA, UNITB, ..., UNIT}).

Taput (17)

R

loput (112

Fig. 16

De acordo com a (igura 10, a fronteira cficiente é constituida pelas

unidades observadas B, C, D e IL e pelos segmentos que as conectam. O
conjunto das possibilidades de produgiio esta definido pela fronteira efi-
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ciente, pelas unidades A ¢ 1 (que apresentam apenas ‘radial efficiencie’,
mas que sdo CCR ineficientes) e por todas as outras que se encontram
acima ¢ a direita destas, onde se incluem as unidades observadas F, G,
el

As DMU’s com cficiéncia mdxima (100%) ¢ que servirdo de exem-
plo de “boa pritica” para as ineficientes sdo, como ja mencionamos, as
“UNIT”B,C,DeE.

As “UNIT” J, G, H ¢ F conseguem no maximo os seguintes indica-
dores de cficiéncia relativa: J1=0,7143; G=0,7273; H=0,75 ¢ F=0,80.

Utilizamos a formulagdo tradicional mais simples do modelo DEA
na orienta¢iio input, supondo que os rendimentos & escala siio constantes:
CCR-1.

Previamente vamos descrever de um modo genérico os conteddos
apre-sentados na forma tabular do ANEXO: “MECANICA DO DEA”,

3.1. Descricao das “TABLES”

a) “TABLE OF EFFICIENCIES”

Contém o maximo rdacio OUTPUT/INPUT observado para cada
DMU. Possibilita identificar as DMU’s eficientes ¢ as ndo cficientes,
atendendo apenas a cficiéneia téenica,

b) “TABLL OF PEIERS UNITS”
Identifica os “pares” de referéneia para as unidades incficientes (¢
para as cficientes), ¢ os valores dos “lambdas” respectivos.

¢) “TABLE OF TARGET VALUES”

Descreve os valores “alvo™ nos inputs para cada DMU ¢ apresenta
os valores (em percentagem) adquiridos ¢ os ganhos a obter para se
tornarem eficientes, quer tecnicamente quer considerando também a
eliminagao da ineficiéncia mista.

d) “TABLE OF VIRTUAL INPUTS E OUTPUTS”

Mostra, para cada DMU, as ponderagdes optimas dos inputs, assim
como o contributo de cada input para maximizar o racio ou “‘score”.

Vamos analisar especificamente os casos das unidades “UNITC”,
“UNITH”, “UNITI” ¢ “UNITJ”, tendo cm conta a figura 16.1 ¢ as “TA-
BLES” obtidas com o software que utilizamos.
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3.2. Interpretacio das “TABILES”

— “UNITC”

Pertence a fronteira eficiente ¢ portanto ¢ uma unidade eficicnte
teenicamente ¢ CCR cficiente: “radial efficiencie” = 100,00. As uni-
dades de referéneia “Peers” para esta unidade s@o a propria unidade C,
assumindo lambda o valor de | (ver “Peers for UNTTC”).

Os valores actuais ou obscrvados nos inputs sdo iguais aos valores
“alvo”, pelo que os valores a melhorar nos inputs, “TO GAIN”, séo
nulos e os valores adquiridos, “ACHIEVED”, nos inputs sio 100%.
Note-se que uma vez que o modelo ¢ CCR-1 os valores “adquiridos™ ¢
a “a ganhar” para o output sao para qualquer DMU iguais a 100%. (Ver
“Targets tor UNITC™).

O peso optimo de cada input ¢ 0,1666. Cada um destes pesos multi-
plicado pelarespectiva quantidade de input (0, 1666x3 para 11 ¢0,1666x3
para 12) dd o valor de 50%. Em conclusdo, o racio O/l da unidade ¢

0,
0% 160,00 de eficiencia
50% +50%

(ver “Virtual 10s for UNITC?).

- “UNITH”

Nio € elicientc cm termos écnicos, apresenta wm racio ignal a 0,75,
infe-rior a I (ver “Table of efficiencies™). Isto significa que a unidade
deverd reduzir em 25% as quantidades actuais utilizadas de Tt ¢ 12,
para obter o mesmo output e se tornar eficiente. Esta redugiio na mesma
propor¢io dos inputs designa-se “contracgdo radial” e exprime apenas
a ineliciéncia téenica.

As unidades de referéncia “Peers” para esta unidade sio a unidade
B ¢ a unidade C, assumindo os lambdas os valores de, respectivamente,
0,75 ¢ 0,25 (ver “Pcers for UNITH™).

A unidade mais proxima de H ¢ a unidade B (Ver figura 16 ¢ o valor
0,75 para A, que ¢ o maior dos dois lambdas). Se fizermos 0,75x2,5 ¢
0,75x5 obtemos as quantidades de 11 ¢ 12 que a unidade H deve utilizar
em referéneia 2 unidade B. Fazendo o mesmo para a comparagdo de
H com C, obtemos: 0,25x3 ¢ 0,25x3 que representam respectivamente
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as quantidades de 11 ¢ de 12 que a unidade H deve utilizar tendo como
referéncia a unidade C. Somando 0,75x2,5 + 0,25x3 =2,625 ¢ 0,75x5 +
0,25x3 = 4,5. Estes dltimos valores (2,625 ¢ 4,5) representam respecti-
vamenle as quantidades de input Il ¢ 12 que a “UNITH” deve empregar
para produzir | unidade de output eficientemente. Graficamente isso
scria reflectido pela intersecciio do raio que passa na origem ¢ unc H,
com o segmento BC da figura 16 — ponto H” da figura 16.1 junta ao
ANEXO.

Estes valores de 2,6 ¢ 4,5 sdo os “alvos” a conseguir pela “UNITH”
¢ aparecem na Table “Targets for UNITH”. A unidade H deve diminuir
a quantidade utilizada de 11 em 0,9 unidades (d¢ 3,5 para 2,6) ¢ de
12 em 1,5 unidades (de 6 para 4,5) com o que obteria ganho expresso
numa poupanga de recursos em 25%. Como ja referimos, uma vez que
o modelo é CCR-I os valores “adquiridos™ e de “a ganhar” para o out-
put sdo para esta DMU iguais a 100% (ver “Targets for UNITH”).

O peso optimo do input 11 € 0,2 ¢ o do input 12 € de 0,05. Cada um
destes pesos multiplicado pela respectiva quantidade de input (0,2%3,5
para ll ¢ 0,05x06 para 12) dd os valores de 70% ¢ 30%. Em conclusio, o
rdcio O/ da unidade ¢

~7S%——— = 0,75 de eficiénera
70% +30%

(ver “Virtual 10s for UNITH”).

— “UNITI”

E cliciente em termos téenicos (com um récio igual a 100,00 de
acordo com a “Table of efficiencies”), mas apresenta ineficiéncia mista
¢ portanto ¢ CCR ineficiente. Ndo pertence a fronteira cfictente (Ver
figura 16). Isto significa que a unidade deverd reduzir em proporgdes
diferentes as quantidades actuais utilizadas de 11 ¢ 12, para obter 0 mes-
mo output ¢ se tornar eficiente.

Esta unidade tem como referéncia “Peers” apenas a unidade E |
assumindo o lambda | &;; ] o valor de 1 (ver “Peers for UNITI”). Se
fizermos [x6 ¢ I1x1 obtemos as quantidades de 11 ¢ 12 que a unidade 1
deve utilizar em referéneia a unidade E. Estes altimos valores (1x6=0
¢ Ixi=1) sdo os “targets” a conscguir pela “UNITT” ¢ representam
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respectivamente as quantidades de imput ¢ 12 que a “UNITE deve
empregar para produzir | unidade de output elicientemente. A poupanga
de recursos ndo € agora proporcional (ver Table “Targets for UNITE na
coluna “TO GAIN™),

A melhoria proposta da cficiCneia para esta unidade traduz-se na
eliminag¢iio da incficiéneia mista (deslocagiio para a esquerda de | para
E na figura 16) que obriga a “UNITI” a diminuir apenas a quantidade
utitizada de 11 em 2. Ou scja, a “UNITE” possui um excesso do input
I1.

O peso optimo do input [l € O, como podemos observar na Table
“Virtual 10s for UNITI”, o que quer dizer que estamos em presenca de
um “slack” ¢ que apesar de esta DMU ser tecnicamente eficiente (100%
radial) ndo ¢ CCR eficiente.

A interpretacio da posicao da “UNITA” é muito semethante a esta
que lizemos para a “UNITI”. Em resumo:

— Apesar de ter um “score” de 100% nao ¢ CCR eficiente;

— Tem como “Peer” a unidade B, devendo sofrer um movimento
vertical para baixo alé B (Ver (igura 16), pois apresenta um excesso de
input 12;

~ Apresenta um “slack” (excesso de input 12 em 1,2 unidades fisi-
cas) e por isso o seu “WEIGHT” em 12 ¢ zero.

_ ‘6UN]'["‘],’

Apresenta ineficiéneia em termos 1¢enicos (com um racio igual
a 0,7143) de acordo com a “Table of cfficiencies™), cumulativamente
com incficiéneia mista, pelo que ndo pertence d fronteira eficiente. (Ver
figura 16). Isto significa que a unidade I devera reduzir em proporgoes
diferentes as quantidades actuais utilizadas de 11 e 12, para obler o mes-
mo oulput ¢ sc tornar cliciente.

Esta unidade tem como referéneia, “Peers”, apenas a unidade B,
assumindo o lambda [ &, | o valore de | (ver “Pcers for UNITI”). Se
fizermos 1x2,5 ¢ 1x5 obtemos as quantidades de 11 ¢ 12 que a untdade
J deve utilizar em referéneia 4 unidade B, i.é. oblemos os valores alvo
para que a “UNITJ” se torne cliciente na produgdo de uma unidade
de output (flembremo-nos que as condigdes do problema se referem as
quantidades de 1 ¢ de 12 para produzir | de outpul). A poupanga de re-
cursos nio ¢ neste caso proporcional. De facto, a “UNIT)” deve reduzir
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a quantidade observada de 11 em 28,6% ¢ a de 12 em 41,2% (ver Table
“Targets for UNITF na coluna “TO GAIN™).

Por um lado a “UNITI” devera sujeitar-sc a uma contracgio pro-
porcional nos scus inputs (0 que promove a sua deslocagio para “UNI-
TA”). Uma ver atingida esta posicio apresenta ainda um excesso de 12
em 0,2 unidades fisicas (“slack™), devendo sujeitar-se a uma redugio
adicional deste input 12 em 0,2 para climinar a ineficiéneia mista. Este
dltimo aspecto aparece reflectido na Table “Virtual 1Os for UNITI” cuja
coluna de “WEIGHTS” apresenta o valor de zero no input 12,
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